ECE1 Correction Devoir surveillé n°2 2019-2020

Correction Devoir surveillé n°2

Exercice 1 - Dénombrement

12 12x11x10x9x8

Nous sommes en situation d’équiprobabilité. L’univers ) contient =
qup v 5 Hx4x3x%x2

12 x 11 x 2 x 3 = 792 issues : en effet, on tire simultanément 5 cartes dans un jeu de 12 cartes.

1. On tire simultanément et au hasard 5 cartes de I’enveloppe.
(a) Soit A I’évéenement « On n’obtient aucun roi »- Pour compter le nombre de tirages ne contenant
aucun roi, on utilise une combinaison de 5 cartes parmi les 8 cartes qui ne sont pas des rois donc
8XT7Tx6
- =

(b) Soit B I’événement « On obtient au moins un roi »- L’événement est complémentaire avec A.
Ainsi

card(A) = <8)

: 56.

Card(B) = Card(2) — Card(A) = 792 — 56 = 736.

(c¢) Soit C' I'évenement « On obtient exactement deux rois »- Pour dénombrer cet événement, il faut
prendre en compte le tirage de 2 rois parmi les 4 possibles et le tirage de 3 cartes parmi les

cartes restantes. A .
Card(C) = <2> X <3>

Or
4
=6
2
et -
8 8XTxX6
(3)‘ 3x2 0
Et donc

Card(C) =6 x 70 = 336.

(d) Soit D I'’événement « On obtient un carré »- On considere 'obtention d'un carré de roi. Il faut
les 4 rois et 1 cartes prise au hasard parmi les 8 cartes restantes. Il y a donc 8 combinaisons
possibles pour avoir un carré de roi. Comme 3 carrés sont possibles :

Card(D) = 24.

2. Si l'on tire successivement et sans remise 5 cartes de cet enveloppe, alors nous sommes dans une
situation d’arrangements. En adaptant la réponse de la question 1(b), on a

card(E) = A? — A8,

Exercice 2 - Equations et inéquations

1. On a : ] 5
Ug
=g o=t 9= 2
“Ts 35/3 S5 9
Ui -
—_— = — 1—2:7— = ——— = = ——
v =gt 3 9 9 9
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Us —14/9 14
Y=g 3 27
Conclusi 5 14 ) 14
onclusion : 4] = ——, Uy = —— et U3 = ——-
1 37 2 9 3 27

2. (a)

3. (a)

Montrons par récurrence que pour tout n > 4, u,, > 0.
Soit P(n) : « u, > 0 »pour tout n > 4.
Initialisation : pour n =4, on a :
U3 —14/27 —14 81 67
=—+3-2= l=—+5=5
=g 3 T TR TR s
Ainsi uy > 0 et donc P(4) est vraie.

Hérédité : on suppose que la propriété est vraie a un rang n > 4, c’est-a-dire :
U, > 4
On veut montrer qu’elle est vraie au rang n + 1, c’est-a-dire :

Un+1 Z 4

u u
On sait que u,,.; = E" +n — 2. Or par hypothése de récurrence, u,, > 0 d’ott — > 0. Or n > 4

donc n — 2 > 2 > 0. Par somme, on a bien u,1 > 0. Ainsi P(n + 1) est vraie.

Conclusion : la propriété est vraie au rang 4 et est héréditaire. Par principe de
récurrence, elle est vraie pour tout n > 4. Ainsi, pour tout n > 4, u, > 0.

D’apres la question précédente, pour tout n >4 on a : u,, > 0 et ainsi :
Up,
un+1:?+n—22n—2

Pour tout n > 4, on a donc u,;; > n — 2. Changeons 'indice : posons N = n + 1, on a ainsi
n=N-—1letsi N—12>4alorsuy > (N —1)—2. Clest-a-dire : si N > 5, uy > N — 3. L’indice
étant muet, on obtient le résultat.

‘Conclusion : pour tout n > 5, u, >n — 3.‘
Soit n € N. On a :

21
Upn+1 = —2Un+1 + S(TL + ]_) - ?

n 21
= —2(1;+n—2>+3n+3—2

—2u,, 21
= 3u —2n+4+3n+3—?
2u 21
_ n 7_7
3 Ty
_ —2u, 14 21
3 2 2
_ —2uy, 7
3 2
1
_ Mgy, e T2
3 1/3  1/3
1 21
= —(—2u,+3n—-=—
(2emn-3)
= — XU,
3
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Conclusion : (v,),>0 est géométrique de raison 3

(b) D’apres la question précédente, on a pour tout n > 0 :
1 n
o = el
< 2up +3 x 0 21>><<1>n
= —_ u _ —
0 2 3
(-2
2 3
25 (1)"
e — X —
2 3

25 "
Conclusion : pour tout n > 0, v, = 5 X (3) .
(¢) Soit n > 0. On sait que
21
Up = —2Up +3n — —
2
et ainsi : 91
—2u, =v, —3n+ —
2
d’ou :

-1 i 3n 21
=Ty Ty

D’apres la question précédente, on a donc :
B 1( 25X<1>”>+3n 21_25X<1>” +3n 21
=T 7 2 4 4 °\3 2 4

Conclusion : pour tout n > 0 —25><<1>n+3n -
onclusion : pour tout n = U, Uy, = 4 3 9 4

1
4. (a) (vn)n>0 est une suite géométrique de raison 3 On a ainsi pour tout n > 0 :

o U B (1Y T (1))

3 2/3 272 3 4 3
75 1 n+1
Conclusion : pour tout n > 0, Z vp=—"[1-— () -
= 4 3
(b) Pour tout k£ € N, on sait d’apres une question précédente que :
-1 n 3k 21
Uy = —Vp + — — —
TP Ty
Ainsi pour tout n € N, en sommant et par linéarité, on a alors :
doup = 5 > vty Zk—*zl
k=0 k=0

SO (BT B e 2
( ' 1<1”+1(3> 3n(>n>++1)2 21(n2+ 1) ' e
b (3) ) * 4

3
75 <1 B (1>n+1> N (n+1)(3n —21)

3 4
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Conclusion : pour tout n >0, Y uy = 785 (1 _ (3) ) + (n+ )(jn )
k=0

Exercice 3 - Démonstration par récurrence
1. On remplace n par les valeurs demandées :

1

1 1 1
b= e 00+ |6

2 1 1 1 11 5
RFkZl Kkt D(k+2) 10+0)1+2) 20+1)(2+2) 6 24 |24
RS L _ 1 1 1 51
3_2 (k+1)(k+2)_1(1+1)(1+2)+2(2+1)(2+2)+3(3+1)(3+2) 2760

50 4 54 27 9

=240 7240 240 120 |40

2. On développe l'expression de droite :

(n+1)(n*+5n+4) =n® +5n® + 4n +n® + 5n + 4

‘:n3+6n2+9n—|—4‘

3. Montrons cette égalité par récurrence : pour n € N*, on note P(n) la propriété suivante :

o e 1 B n(n+3)
R”_;k(k+1)(k+2) S 4n+1D)(n+2)

e Initialisation : Pour n = 1, on vient de voir que

1 1

! 1
Rl:,;k(k+1)(k+2) T 11+ 1D(1+2) 6

1(1+43 4

D’un autre c6té, on a (1+3) = — = —. On a bien I"égalité voulue, | P(1) est donc vraie.
41+1)(1+2) 24 6

p

e Hérédité : On suppose que la propriété est vraie a un rang n > 1 fixé, c’est-a-dire :

" 1 n(n+ 3)
2:: 1)(k+2) 4(n—|—1)(n—|—2)

On souhaite montrer que la propriété est vraie au rang n + 1, c¢’est-a-dire :

"il 1  (n+1)(n+4)
i k(k+1)(k+2)  4(n+2)(n+3)

Rn—l—l -
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ntl 1 n 1 1
) ;;1 FE+D(k+2) T )+ 2)n13)

ity
)
+
=
=
+
[\
I

~ n(n+3) 1
T A4n+D(n+2)  (n+1D(n+2)(n+3)

(Hypothese de récurrence)

B n(n+3)*+4
A4+ 1D (n+2)(n+3)

(Mise au méme dénominateur)

n(n®*+6n+9)+4 n + 6n* + 9n + 4

T An+D(n+2)(n+3) 4+ 1D (n+2)(n+3)

_ (n41)(n*+5n+4)
CA4(n+ 1D (n+2)(n+3)
On cherche les racines du trinéme n? + 5n + 4. On a A = 25 — 16 = 9 donc les racines sont

—-5-3 —-54+3
T = ——— =—4et xzo = + = —1.

(Indication de 1’énoncé)

Le trinéme se factorise et peut s’écrire :
n®+5n+4=(n+1)(n+4).
On remplace dans I'expression précédente, et on obtient :

1 _ (n+Dn+1)(n+4) (n+1)(n+4)

Z;kw+qu+z) 4n+1)(n+2)(n+3) 4n+2)(n+3)

Donc | P(n + 1) est vraie.

e Conclusion : La propriété P(n) est vraie pour n = 1 et est héréditaire. Par récurrence, la
propriété est vraie pour tout n > 1, c’est-a-dire :

i 1 B n(n + 3)
vn > 1, Rn—;k<k+1)(l€+2) T A+ 1)(n+2)

Exercice 4 - Etude de produit

l.(a) On a:
P= (4 D+ )04 (04 )= [0+ )
n 2 3 o .. n 1l k
k41 [[k+1
= H( - ) = k:1n
k=1 H L
k=1
nt1
IT:
= Z: 2 (Changement d’indice i=k+1)
I1k
k=1
n+1 )
=— =In + 1| (Par télescopage)
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(b) Soit n € N*, on reconnait que @,, = In(F,)
)=1In <H (14— )zZlnl (car In(a x b) = In(a) + In(d))
k=1 k=1
=[Qn)
D’apres la question précédente, on obtient pour tout entier n > 1
Qn=In(1+n)|
2.(a) On a:
1 1 1 L 1
Ry=——5 X —— X -+ X =11 >
el R Lt
11k
() MG - |5
k=2 % 2 \k—1 ﬁk:—l
k=2

11 %
h=2 (Changement d’indice i = k — 1)

n—

—_

l

—

=1

n
- (Par télescopage)

(b) De la méme facon que précédemment, on reconnait que S,, = In(R,,) :
In(R,) =In (H (1 )) Z ln ) (car In(a x b) =1In(a) + In(b))
Tk Tk
.
D’apres la question précédente, on obtient que pour tout entier n > 2
Sp =1In(n)|.

3. Soit m un entier supérieur a 2, alors

nzzmypf Zm(u- +>)

k=2 k
= Z In (1 — ) Z < > (car In(a x b) = In(a) + In(b))

Or d’apres les questions précédentes
= In(n)

Zln<1—):s

et
Z In (1 + ) Qn — Q1 =1In(14+n) —In(2). (Attention la somme par ici de k = 2)

+1)+1In(n) —In(2) |

On obtient finalement :
T, =In(n
M Leboucher
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4. En passant a I’exponentielle dans I’expression précédente, on obtient :

exp(T, _exp<Zln1—>
_ 1 1 1 at+b _ a b
_kl:IQeXp n( _ﬁ) (car "’ =e* x €”)

i 1
(- 5)-
k=2
D’apres la question précédente, on obtient que pour tout entier n > 2 :

W, = exp (In(n + 1) + In(n) — In(2)) = P+ x ) =)

n(n+1)
—5 |

Exercice 5 - Somme et coefficients binomiaux

1. Soit k,n et p trois entiers naturels avec p < k < n, alors

(n ﬁp> (Z - Z) “ —nz!o)!p! (n - 7/1)7(?!— D)

_n! 1
~pl(n—k)(k - p)!
n! 1
~ (n—k)!pl(k —p)!

n! k!

(n— kK pl(k—p)

On a bien obtenu que

tokn e pzizn ()07 - ()G)
SE (0= S (G (S (o))

Or, d’apres la formule du binéme,

> (k) (~1)P35P = ((~1) +3)* = 2

p=0 \P

2. Tout d’abord,

Ainsi, d’apres la formule du binéme,

EE()0) e £

k=0 p=0
" n
21nk
(k
(2+1)”

On a donc obtenu

O e

n
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